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Аннотация
Заметка посвящена оценке среднего значения величин Δ(𝛼,𝑁) = Δ(𝛼, 0, 𝑁) и
Δ(𝛼, 𝛽,𝑁) относительно 𝛼 > 1 и 0 < 𝛽 < 𝛼 соответственно, где Δ(𝛼, 𝛽,𝑁) — остаточ-
ный член в формуле вида∑︁
𝑛6𝑁
𝑓([𝛼𝑛+ 𝛽]) =
1
𝛼
∑︁
𝑚6𝛼𝑁+𝛽
𝑓(𝑚) + Δ(𝛼, 𝛽,𝑁),
для произвольной арифметической функции 𝑓(𝑛).
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Abstract
The paper is concerned with the estimation of average values of Δ(𝛼,𝑁) = Δ(𝛼, 0, 𝑁) and
Δ(𝛼, 𝛽,𝑁) with respect to 𝛼 > 1 and 0 < 𝛽 < 𝛼 respectively, where Δ(𝛼, 𝛽,𝑁) denotes the
remainder term in the formula of the form∑︁
𝑛≤𝑁
𝑓([𝛼𝑛+ 𝛽]) =
1
𝛼
∑︁
𝑚≤𝛼𝑁+𝛽
𝑓(𝑚) + Δ(𝛼, 𝛽,𝑁),
for an arbitrary number-theoretical fuction 𝑓(𝑛).
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В последнее время интерес многих авторов привлекают задачи, связаннные с распреде-
лением значений различных арифметических функций на последовательностях Битти, т. е.
последовательностях вида [𝛼𝑛+ 𝛽], где число 𝛼 иррационально (см. обзорную статью [4]). Во
многих случаях результаты связаны с получением верхних верхних оценок остаточного члена
в формуле вида ∑︁
𝑛6𝑁
𝑓([𝛼𝑛]) =
1
𝛼
∑︁
𝑚6𝛼𝑁
𝑓(𝑚) + Δ(𝛼,𝑁),
которые, как правило, зависят от арифметических свойств числа 𝛼, а также с получением
таких оценок для почти всех 𝛼 (в смысле меры Лебега).
В 2009 году А.Аберкромби, У.Бэнкс и И.Шпарлинский [1] для почти всех 𝛼 доказали
следующую оценку сверху для Δ(𝛼,𝑁), которая зависит только от порядка роста функции 𝑓 :
|Δ(𝛼,𝑁)| ≪ 𝑁 23+𝜀𝑀(𝑓,𝑁), где 𝑀(𝑓,𝑁) = 1 +max
𝑛6𝑁
|𝑓(𝑛)|.
Настоящая заметка посвящена оценке среднего значения величины Δ(𝛼,𝑁). Сначала рас-
смотрим среднее значение относительно 𝛼 > 1. Основным результатом является следующее
утверждение.
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Теорема 1. Пусть 𝑓(𝑛) — произвольная арифметическая функция и пусть
Δ(𝛼,𝑁) =
∑︁
𝑛6𝑁
𝑓([𝛼𝑛])− 1
𝛼
∑︁
𝑚6𝛼𝑁
𝑓(𝑚).
Тогда для любого 𝐴 > 1 имеет место оценка
1
𝐴
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐴∫︁
1
Δ(𝛼,𝑁) 𝑑𝛼
⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐴4 ∑︁
𝑚6𝐴𝑁
|𝑓(𝑛)|
𝑛
.
Доказательство. Заметим, что равенство 𝑚 = [𝛼𝑛+ 𝛽] верно тогда и только тогда, когда
выполнено неравенство 𝑚 6 𝛼𝑛 < 𝑚 + 1, или 𝑚𝛼 6 𝑛 <
𝑚+1
𝛼 (можно считать, что 𝛼 иррацио-
нально, так что, на самом деле, все неравенства строгие). Если {𝑚+1𝛼 } < 1𝛼 , то для каждого
натурального 𝑚 такое значение 𝑛 существует и однозначно определяется значением 𝑚, так
как 𝛼 > 1. Следовательно, ∑︁
𝑛6𝑁
𝑓([𝛼𝑛]) =
∑︁
𝑚6𝛼𝑁
{𝑚+1
𝛼
}< 1
𝛼
𝑓(𝑚).
Lemma 1 (см. [2]). Пусть 0 6 𝑎 < 𝑏 6 1 и 𝜙𝑎,𝑏(𝑥) — 1-периодическая функция, определён-
ная на полуинтервале (0; 1] следующим образом:
𝜙𝑎,𝑏(𝑥) =
⎧⎨⎩
1, if 𝑎 < 𝑥 < 𝑏;
1
2 , if 𝑥 = 𝑎 or 𝑥 = 𝑏;
0, if 0 < 𝑥 < 𝑎 or 𝑏 < 𝑥 6 1.
Тогда
𝜙𝑎,𝑏(𝑥) = 𝑏− 𝑎+ 𝜌(𝑥− 𝑎)− 𝜌(𝑥− 𝑏),
где 𝜌(𝑥) = 12 − {𝑥} при 𝑥 ̸∈ Z, и 𝜌(𝑥) = 0 при 𝑥 ∈ Z.
Пользуясь этой леммой при 𝑎 = 0 и 𝑏 = 1𝛼 , получаем∑︁
𝑛6𝑁
𝑓([𝛼𝑛]) =
∑︁
𝑚6𝛼𝑁
𝑓(𝑚)𝜙0, 1
𝛼
(︁𝑚+ 1
𝛼
)︁
=
1
𝛼
∑︁
𝑚6𝛼𝑁
𝑓(𝑚) + Δ(𝛼,𝑁),
где
Δ(𝛼,𝑁) =
∑︁
𝑚6𝛼𝑁
𝑓(𝑚)
(︂
𝜌
(︁𝑚+ 1
𝛼
)︁
− 𝜌
(︁𝑚
𝛼
)︁)︂
.
Если 𝑠𝑁 < 𝛼 <
𝑠+1
𝑁 , где 𝑁 6 𝑠 6 [𝐴𝑁 ]− 1, то получаем
Δ(𝛼,𝑁) =
∑︁
𝑚6𝑠
𝑓(𝑚)
(︂
𝜌
(︁𝑚+ 1
𝛼
)︁
− 𝜌
(︁𝑚
𝛼
)︁)︂
.
Следовательно, интеграл по отрезку [1;𝐴] от этой величины равен
𝐴∫︁
1
Δ(𝛼,𝑁) 𝑑𝛼 =
[𝐴𝑁 ]−1∑︁
𝑠=𝑁
∑︁
𝑚6𝑠
𝑓(𝑚)
𝑠+1
𝑁∫︁
𝑠
𝑁
(︂
𝜌
(︁𝑚+ 1
𝛼
)︁
− 𝜌
(︁𝑚
𝛼
)︁)︂
𝑑𝛼+
+
∑︁
𝑚6𝐴𝑁
𝑓(𝑚)
𝐴∫︁
[𝐴𝑁 ]
𝑁
(︂
𝜌
(︁𝑚+ 1
𝛼
)︁
− 𝜌
(︁𝑚
𝛼
)︁)︂
𝑑𝛼.
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Объединим интегралы, отвечающие значениям 𝑚 6 𝑁 и 𝑚 = 𝑠 при 𝑠 = 𝑁 + 1, . . . , [𝐴𝑁 ] − 1.
Получим
𝐴∫︁
1
Δ(𝛼,𝑁) 𝑑𝛼 =
[𝐴𝑁 ]−1∑︁
𝑠=𝑁+1
𝑓(𝑠)
𝐴∫︁
𝑠
𝑁
(︂
𝜌
(︁𝑚+ 1
𝛼
)︁
− 𝜌
(︁𝑚
𝛼
)︁)︂
𝑑𝛼+
+
∑︁
𝑚6𝑁
𝑓(𝑚)
𝐴∫︁
1
(︂
𝜌
(︁𝑚+ 1
𝛼
)︁
− 𝜌
(︁𝑚
𝛼
)︁)︂
𝑑𝛼 =
=
∑︁
𝑚6𝐴𝑁
𝑓(𝑚)
𝐴∫︁
max(1,𝑚
𝑁
)
(︂
𝜌
(︁𝑚+ 1
𝛼
)︁
− 𝜌
(︁𝑚
𝛼
)︁)︂
𝑑𝛼.
(1)
Lemma 2. Для любых 𝑚 ∈ N and 𝑎, 𝑏 ∈ R, 0 < 𝑎 < 𝑏, имеет место неравенство⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑏∫︁
𝑎
𝜌
(︁𝑚
𝛼
)︁
𝑑𝛼
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6 𝑏28𝑚.
Утверждение этой леммы легко следует из второй теоремы о среднем после замены пере-
менной 𝑡 = 𝑚𝛼 . Действительно,
𝑏∫︁
𝑎
𝜌
(︁𝑚
𝛼
)︁
𝑑𝛼 = 𝑚
𝑚/𝑎∫︁
𝑚/𝑏
𝜌(𝑡)
𝑡2
𝑑𝑡 =
𝑚
(𝑚/𝑏)2
𝑐∫︁
𝑚/𝑏
𝜌(𝑡) 𝑑𝑡
для некоторого 𝑐 ∈ (𝑚/𝑏;𝑚/𝑎), и поскольку
⃒⃒⃒ 𝑦∫︀
𝑥
𝜌(𝑡) 𝑑𝑡
⃒⃒⃒
6 18 для всех 𝑥, 𝑦 ∈ R, получаем требу-
емое.
Наконец, из (1), применяя лемму 2, находим
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐴∫︁
1
Δ(𝛼,𝑁) 𝑑𝛼
⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 ∑︁
𝑚6𝐴𝑁
|𝑓(𝑚)|
⎛⎜⎝⃒⃒⃒⃒⃒
𝐴∫︁
min(1,𝑚
𝑁
)
𝜌
(︁𝑚+ 1
𝛼
)︁
𝑑𝛼
⃒⃒⃒⃒
⃒+
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐴∫︁
min(1,𝑚
𝑁
)
𝜌
(︁𝑚
𝛼
)︁
𝑑𝛼
⃒⃒⃒⃒
⃒
⎞⎟⎠ 6
6
∑︁
𝑚6𝐴𝑁
|𝑓(𝑚)|
(︂
𝐴2
8(𝑚+ 1)
+
𝐴2
8𝑚
)︂
6 𝐴
2
4
∑︁
𝑚6𝐴𝑁
|𝑓(𝑚)|
𝑚
,
чем и завершается доказательство теоремы 1. 2
Следствие 1. Если 𝑓(𝑛) = 𝜏(𝑛) — количество натуральных делителей числа 𝑛, то для
любых 𝐴 > 1 и 𝜀 > 0 имеем
1
𝐴
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝐴∫︁
1
Δ(𝛼,𝑁) 𝑑𝛼
⃒⃒⃒⃒
⃒≪𝜀 min(𝐴 ln2𝑁, (𝐴𝑁) 12+𝜀).
Оценка, соотвестствующая первому аргументу минимума, следует из доказанной теоремы,
а вторая — из результатов статьи [3]. Отметим, что при 𝐴 ≪ 𝑁1+𝜀′ , 𝜀′ > 0, первая из них
точнее, чем вторая.
Об оценке среднего значения остатка . . . 525
Перейдём к рассмотрению среднего значения относительно 𝛽 (0 6 𝛽 < 𝛼) остаточного
члена в формуле ∑︁
𝑛6𝑁
𝑓([𝛼𝑛+ 𝛽]) =
1
𝛼
∑︁
𝑚6𝛼𝑁+𝛽
𝑓(𝑚) + Δ(𝛼, 𝛽,𝑁).
Теорема 2. Пусть 𝑓(𝑛) — произвольная арифметическая функция и
Δ(𝛼, 𝛽,𝑁) =
∑︁
𝑛6𝑁
𝑓([𝛼𝑛+ 𝛽])− 1
𝛼
∑︁
𝑚6𝛼𝑁+𝛽
𝑓(𝑚).
Тогда для любого 𝛼 > 1 имеем
1
𝛼
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛼∫︁
0
Δ(𝛼, 𝛽,𝑁) 𝑑𝛽
⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 2𝛼 max𝛼𝑁<𝑚6𝛼(𝑁+1) |𝑓(𝑚)|.
Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 1 получаем∑︁
𝑛6𝑁
𝑓([𝛼𝑛+ 𝛽]) =
∑︁
𝑚6𝛼𝑁
{𝑚−𝛽+1
𝛼
}< 1
𝛼
𝑓(𝑚)
и
Δ(𝛼,𝑁) =
∑︁
𝑚6𝛼𝑁+𝛽
𝑓(𝑚)
(︂
𝜌
(︁𝑚− 𝛽 + 1
𝛼
)︁
− 𝜌
(︁𝑚− 𝛽
𝛼
)︁)︂
.
Имеем
𝛼∫︁
0
∑︁
𝑚6𝛼𝑁+𝛽
𝑓(𝑚)𝜌
(︁𝑚− 𝛽
𝛼
)︁
𝑑𝛽 = 𝐼1 + 𝐼2,
где
𝐼1 =
𝛼∫︁
0
∑︁
𝑚6𝛼𝑁
𝑓(𝑚)𝜌
(︁𝑚− 𝛽
𝛼
)︁
𝑑𝛽 =
∑︁
𝑚6𝛼𝑁
𝑓(𝑚)
𝛼∫︁
0
𝜌
(︁𝑚− 𝛽
𝛼
)︁
𝑑𝛽 = 0
так как интеграл от 𝜌(𝑥) по любому отрезку целочисленной длины равен нулю, и
|𝐼2| =
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝛼∫︁
0
∑︁
𝛼𝑁<𝑚6𝛼𝑁+𝛽
𝑓(𝑚)𝜌
(︁𝑚− 𝛽
𝛼
)︁
𝑑𝛽
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6
𝛼∫︁
0
∑︁
𝛼𝑁<𝑚6𝛼(𝑁+1)
|𝑓(𝑚)| 𝑑𝛽 6
6 𝛼2 max
𝛼𝑁<𝑚6𝛼(𝑁+1)
|𝑓(𝑚)|.
Оценка сверху для суммы с 𝜌
(︀𝑚−𝛽+1
𝛼
)︀
в точности такая же. 2
Следствие 2. Если 𝑓(𝑛) = 𝜏(𝑛) — количество натуральных делителей числа 𝑛, то для
любых 𝛼 > 1 и 𝜀 > 0 имеем
1
𝛼
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝛼∫︁
0
Δ(𝛼,𝑁) 𝑑𝛽
⃒⃒⃒⃒
⃒≪ 𝛼1+𝜀𝑁 𝜀.
Результаты данной работы и основные факты из обзорной статьи [4] докладывались авто-
рами на XV Международной конференции «Алгебра, теория чисел и дискретная геометрия:
современные проблемы и приложения», посвящённой столетию со дня рождения профессора
Н. М. Коробова (Тула, 28—31 мая 2018 г.) [5].
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